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Resumo. Neste trab alhouma promwsta de solu¢cao numérica sequencial e paralela da
Equacdo Algebria de Riccati é apresentada. Este algoritmo apresenta uma p ar aleliza, ¢ ao
p ar a uma implemente ao ese cial do Método de Schur (Laub,1979), onde a matriz simpl étic a
e modificada atr aws de T ransformeges de Similaridade Elementares Estabilizadas. No
primeiro modulo do algoritmo a matriz simplética é transformada par aa Forma Superior

de Hessenberg. No segundo médulo a Forma Superior de Hessenberg e transformada a

F orma Ral de Schur pelo meto do QR-Fancis, em fopma ar alela. Nosso objetivo é obter
uma unica solugao sim etric ee definida nao ne gativada equacao alg ebrie de Riccati.

Palavras-chave: FEquacio Alg ebria de Ricati, Sistemas de Controle, Computag ao
Paralela e Distribuida, Identificacao de Modelos.

1. INTRODUCAO

Neste trabalho propomos um algoritmo para solu cada Fquacdo Alg ebria de Ric-
cati que modifica a matriz simpletica, bem como sugerimos uma paralelizacao do novo
algoritmo ”M etodo de Sc h ur-Modificadautilizando Transformagoes de Similaridade El-
ementares Estabilizadas”.

O trabalho est‘adividido em duas partes; na primeira parte a matriz simplética e
transformada & F ormaSuperior de Hessenberg (FSH) atrav esde uma T ransformaio de
Similaridade Estavel utilizando matrizes elementares estabilizadas. Desta forma garante-
se estabilidade num érica e ganha-se em eficiencia sobre as outras formas de realizar a
reducao (Transformagao de Givens ou de Householder) em relagao ao niimero de operagoes
realizadas (Jennings & McKeown,1993 ).



A partir da matriz em Forma Superior de Hessenberg obtida calculamos uma matriz
em Forma Real de Schur; este processo é realizado em forma paralela para aumentar a
velocidade do processamento, pois sé precisamos informacao local sobre a matriz atual
transformada, o que admite uma implementacao paralela mais eficiente.

Uma das aplicagoes do algoritmo implementado é viabilizar a identificacao de
modelos no espaco de estado com multiplas entradas-multiplas saidas (MIMO), linear e
invariante no tempo a partir de medidas de entrada e saida. A identificacao de modelos no
espaco de estados é hoje um problema de central importancia em andlise de sistemas, pro-
jeto e controle e processamento de sinais. A realizacao eficiente do método aqui proposto
através de processamento paralelo e distribuido viabiliza aplicagoes em identificacao de
sistemas que necessitam processamento em tempo real, e esta é uma motivagao importante
deste trabalho.

2. UM METODO DE SCHUR MODIFICADO

Esta secao descreve o Método de Schur Modificado proposto para a Equacdo Algébrica
de Riccati Discreta (EARD):

ATXA - X - ATXG (G + GTXG)T'GTXA+Q =0 (1)

para a qual existe, sob certas condicoes, uma solucao simétrica e definida nao negativa
X € R™*" (Laub, 1979).
Para a EARD associamos a matriz simplética:

A+GAT —GAT
Hsymp = —A_TQ @ A-T (2)

onde G = G1G,'GT.

Quatro passos sao considerados no algoritmo:
1. A matriz simplética do sistema Hy,, ¢ formada;
2. Hgypp € transformada numa matriz em forma superior de Hessenberg Hy,;
3. Hy.s é transformada numa matriz em forma real de Schur H.pyr;

4. Finalmente, a partir da matriz de transformagcao Schur obtem-se a solucao da EARD.

A reducao de Hyy,,, & forma superior de Hessenberg Hyp.,, é feita com transformagoes
de similaridade elementares estabilizadas (TSEE), Martin & Wilkinson (1968). O método
transforma a matriz simplética em uma matriz em forma superior de Hessenberg FSH,
com os mesmos autovalores originais, Eq. (3).

HHes = Cgl—lsympCQ_1 (3)

onde () é uma matriz nao singular e nao ortogonal da mesma ordem que H ;.



Obtida a matriz em forma superior de Hessenberg Hpy,.s e a correspondente matriz
de transformagao @, o seguinte passo é obter a forma real de Schur (FRS) Hcpyr pelo
método QR-Francis, (Golub,1989). Acha-se uma matriz ortogonal V; que transforma a
matriz Hyg., em FRS H,.py.:

Hschur - ‘/s_lHHes‘/s — [ TH TIZ ] (4)

0 T

De forma geral o algoritmo QR-Francis devolve os autovalores da matriz de Hessen-
berg, uma matriz H.p,r em FRS e uma matriz V; com os correspondentes autovetores

Schur.

Tendo obtido as duas expressoes Eq. (3) e Eq. (4), pode-se fazer uma substituigao
de Eq. (3) em Eq. (4) e obter a Eq. (5), que permite achar a matriz em FRS diretamente
da matriz simplética do sistema.

Hschur = U_leympU (5)

onde

o] ©)

_ N1 _
v=0 “_lel U

Posteriormente é necessario reordenar os autovalores na matriz Hyepyr, Eq. (5), pois
o algoritmo nao garante um ordenamento em ordem descendente dos autovalores que estao
dentro do circulo unitdrio. Apés o reordenamento tem-se que 7j; tém os autovalores \
em ordem descendente e Ty, tém os autovalores 1/\.

Finalmente, a solugdo da EARD, Eq. (7), pode ser obtida da matriz de autovetores
Schur (Vaughan, 1970), (Laub, 1979).

X =UnUg' (7)

3. ALGORITMO

O algoritmo para achar a solugao da equacao algébrica de Riccati pode ser esquema-
tizado em cinco passos fundamentais, que tem inicio com a formagao da matriz simplética
e termina com a solucao de Riccati através da transformada de Schur ordenada. Este
algoritmo garante uma solucao simétrica, tinica e definida nao negativa para FRAD.

No passo 1 do algoritmo a matriz simplética ¢ montada a partir do sistema em
variaveis de estado discretas. O segundo passo do algoritmo realiza a transformacao da
matriz simplética Hgy,,, a forma superior de Hessenberg Hp,s utilizando transformacoes
de similaridade elementares estabilizadas (TSEE) e com isto o nimero de operacoes de
multiplicacao efetivadas é reduzido em 15n® ¢ 5n° operacoes em relacao as transformacoes

6 6
ortogonais de Givens e Householder.

Simultaneamente ao processo de reducao para Hessenberg, as matrizes de trans-
formagao nao ortogonais sao montadas para serem utilizadas para obter a partir da matriz



simplética a matriz de transformacao da forma real de Schur ordenada.

1. Montar a matriz Simplética Hyy,p, Eq (2)

2. Hyes < Hgymp.
Fazer k <+ 1,N —2
Fazer i<+ k+1 N
k' = max|HsympEf,)k)|

Linha k' < Linha i
Linha i< Linha &
Fazerl <+ k+2, N
Ny g+1 = Hsympgik)/Hsympgllz)Jrl,k)
Fazerj« 1, N
Sen; ;1 #0 Fazer
Hires(ij) = Hues(ig) = Nik+1 % Hoymp(+1,5)
Hirres(jk+1) = Hies(ip+1) + Nigr1 * Hoymp(j,0)
Fim Se

Fim Fazer

Fim Fazer

Montar as matrizes de transformacao Qpes € Qb
Fim Fazer

Fim Fazer
3. Forma Real de Schur Schur, < V; 'Hy,,V,, Eq (4).
4. Ordenar a forma real de Schur descrita acima e obter H.pyur < U‘leympU.

5. Calcular a solucao da equacdo a partir da expressao X « Uy Up;'.

No passo 3 obtém-se a forma real de Schur utilizando o método QR-Francis; com isto
obtém-se uma matriz de transformacao ortogonal que junto com a matriz nao ortogonal
obtida da transformacao de Hessenberg é utilizada para obter a transformacao do passo
4 que leva a solucao da FARD no passo 5.

4. IMPLEMENTACAO

Para fazer o algoritmo paralelo, utilizamos uma biblioteca ptiblica de rotinas
paralelas que ajudam o calculo da solugao de FARD. A versao paralela apresentada neste
trabalho baseia-se numa arquitetura de computador paralelo virtual SIMD  (unica
instrucao - multiplos dados), onde todos os processadores participantes do processamento
executam a mesma instrucao simultaneamente sobre varios dados.

De forma semelhante, apresenta-se a seguir o algoritmo paralelo implementado para
obter a solucao da FARD.



1. Incializar o ambiente de programacao paralela (MPI):

e Pode-se trabalhar num intervalo de processadores de 1 até 4 aproximadamente.
e MPIINIT;

e MPI_.COMM_RANK;

e MPI_.COMM_SIZE;

2. Se é processador principal, fazer:

e Formagao da matriz Simplética H,y,,, do sistema a resolver;

e Transformacao paralela de H,yp,, numa matriz em forma superior de Hessen-
berg Hpy.s baseada fundamentalmente em operacoes do tipo matriz-vetor;

3. Inicializar a topologia utilizada pelas subrotinas empregadas para fazer os calculos;
4. Definir o descritor das matrizes;

e Definir dimensao do bloco;
e Ordem das matrizes

e Identificador onde o primeiro bloco da matriz é atribuido;
5. Calcular a matriz em forma real de Schur H . ;
6. Ordenar os autovalores de Hp,.s na forma real de Schur descrita acima;

7. Se é processador principal:

e Calcular a solucao da FARD.

5. RESULTADOS

Nesta secao ¢ mostrado um exemplo de um sistema discreto a ser resolvido. O obje-
tivo do exemplo é mostrar como os resultados obtidos com o algoritmo sao idénticos aos
resultados obtidos através de outros algoritmos ja cldssicos na literatura. Para atingir
este objetivo, apresentamos o exemplo de Laub (1979), onde:

A:lo.9512 0.0 ]

0.0 0.9048
o - 4877 4.877
P71 —1.1895 3.569
0.33 0.0
Gz‘l 0.0 3.0]
0.005 0.0
Q‘l 0.0 0.02]

sao os dados do problema e devemos resolver a equacao algébrica de Riccati:

ATXA - X - ATXG (G + GTXG) 'GTXA+Q =0



A matriz simplética, a matriz em Forma Real de Schur ordenada e a matriz de
transformacao utilizada para achar a solucao da equacao sao apresentadas a seguir:

1.05130 0.00000 83.68837 —12.23875
0.00000 1.10522 —12.86638  9.38448

Hoymp = 0.00526 0.00000 1.36964  —0.06119
0.00000 0.02210 —0.25733  1.09249

1.9696 0.2426 6.0438 —85.3252

I ~ | 0.0000 1.4533 —7.7243  5.4132
sehur = 10,0000 0.0000  0.6881  —0.0848
0.0000 0.0000  0.0000 0.5077

0.9722  —0.2339 —0.0056 0.0094

U — —0.2339 —-0.9718 —0.0303 —0.0040

0.0094 —0.0056 0.2338 —0.9722
—0.0087 —0.0497 0.9712  0.2338

Como solucao final, obtém-se uma matriz X simétrica, definida nao negativa:

0.01045 0.00323

X =1 000323 0.05041

que coincide com a solu¢ao dada por Laub (1979) no seu artigo.

A seguir é apresentado outro exemplo onde a ordem da matriz simplética obtida é
(50 x 50); desta vez, executa-se o algoritmo paralelo; os resultados sao apresentados na
Tabela 1, na qual é feita uma pequena comparacao quanto ao tempo de execucao de cada
uma das partes do algoritmo, tanto sequencial como paralelo.

Tabela 1: Tempo de execucao de uma matriz (50 x 50)

SEQUENCTIAL PARALELO
Actividade 1-proc 2-proc | 3-proc
Célculo da matriz de Hessenberg 59.0045 8.3596 | 10.3933
Célculo da matriz em FRS 1.8914 0.9707 | 1.3932
Tempo de execucao global 60.8959 9.3303 | 11.7865

6. CONCLUSAO

Pode-se dizer como conclusao deste trabalho que os algoritmos implementados satisfazem
os objetivos apresentados, ou seja obter uma solucao simétrica, definida nao negativa da
EARD.

Com estes resultados aqui apresentados pode-se concluir que a paralelizacao surte
melhores resultados quando o problema envolve cdlculos com matrizes de ordem bem
maiores, Tamariz (1999).



Em relagao a comparacao em tempo de execugao dos algoritmos implementados em
formas sequencial e paralela, podemos dizer que o processamento paralelo nem sempre
foi melhor que o processamento sequencial quanto ao tempo de execucao, pois no proces-
samento paralelo existe um overhead de comunicacao alto entre os processadores, o que
implica que a solucao seja mais demorada.

Em nossa implementagao concluimos que a carga computacional de cada proces-
sador envolvido com o algoritmo foi reduzida em relacao a utilizacao de um tnico pro-
cessador. O tempo de execucao do algoritmo pode ser minimizado a partir da utilizacao
de uma maquina paralela, de forma tal que os tempos de comunicacao entre os diferentes
processadores participantes na execucao da tarefa sejam irrelevantes, diferentemente da
utilizagao de uma rede de estacoes de trabalho.
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SEQUENTIAL AND PARALLEL FORMS FOR THE SOLUTION OF THE
ALGEBRAIC RICCATI EQUATION BY A MODIFIED-SCHUR
ALGORITHM

Abstract: This work proposes a new Parallel and Distributed algorithm for the solution
of The Algebraic Riccati Equation. This algorithm presents a parallelization for a special
implementation of the Schur Method (Laub,1979), where the sympletic matriz is modified
through Stabilized Elementary Similarity Transformation. In the first module of the algo-
rithm the sympletic matriz is transformed to the Hessenberg Upper Form (HUF). In the
second module the Francis QR algorithm is applied to the HUF to obtain the Real Schur
Form in a parallelized way. Our purpose is to obtain the unique symmetric, nonnegative
definite solution of the Algebraic Riccati Fquation.

Keywords: Algebraic Riccati Equations, Control Systems, Parallel and Distributed Com-
putation, Model Identification.



